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TÓM TẮT— Bài báo này nghiên cứu phương trình sóng kiểu Kirchhoff-Carrier trong miền hình vành khăn với số hạng tắt 
dần mạnh. Trước tiên, bằng cách áp dụng phương pháp xấp xỉ tuyến tính và phương pháp Faedo-Galerkin, cùng với phương 
pháp các đánh giá tiên nghiệm và compact, chúng tôi chứng minh sự tồn tại và tính duy nhất của nghiệm yếu cho bài toán 
được đề xuất. Sau đó, bằng cách xây dựng một phiếm hàm Lyapunov, chúng tôi trình bày kết quả bùng nổ của nghiệm với 
năng lượng ban đầu âm. Cuối cùng, chúng tôi thiết lập một điều kiện đủ để đảm bảo rằng bất kỳ nghiệm yếu toàn cục nào đều 
tắt dần tổng quát. 

Từ khóa— Phương pháp Faedo-Galerkin, tắt dần tổng quát, bùng nổ, phương trình sóng đàn hồi nhớt, dạng Kirchhoff-
Carrier. 

I. GIỚI THIỆU 

Trong bài báo này, chúng tôi khảo sát bài toán Dirichlet cho phương trình sóng đàn hồi nhớt kiểu Kirchhoff-
Carrier trong miền hình vành khăn với số hạng tắt dần mạnh như sau: 

 𝑢𝑡𝑡 − 𝜇(𝑡, ||𝑢(𝑡)||0
2, ||𝑢𝑥(𝑡)||0

2)
1

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑢𝑥) −

1

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑢𝑡𝑥) 

   + ∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)
1

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑢𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

0
= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑡), 𝜌 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇,  (1.1) 

 𝑢(𝜌, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (1.2)
 𝑢(𝑥, 0) = �̃�0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = �̃�1(𝑥), (1.3) 

với 𝜌 ∈ (0,1) là một hằng số cho trước và 𝜇, 𝑔, 𝑓, �̃�0, �̃�1 là các hàm cho trước thỏa các điều kiện ta sẽ chỉ ra sau.  

Trong phương trình (1.1), số hạng phi tuyến 𝜇(𝑡, ‖𝑢(𝑡)‖0
2, ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2) phụ thuộc vào các tích phân. 

 ‖𝑢(𝑡)‖0
2 = ∫ 𝑥𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

𝜌
, ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 = ∫ 𝑥𝑢𝑥
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

𝜌
. (1.4) 

Bài toán (1.1)-(1.2) mô tả dao động sóng phi tuyến hai chiều trên hình vành khăn 𝛺 = (𝑥, 𝑦): 𝜌2 < 𝑥2 + 𝑦2 < 1. 
Khi dao động diễn ra, diện tích màng và lực căng tại mỗi điểm trên màng thay đổi theo thời gian. Điều kiện biên 
𝑢(𝜌, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0 nghĩa là tại các biên 𝛤𝜌 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2} và 𝛤1 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥

2 + 𝑦2 = 1} của hình vành 

khăn được được gắn chặt cố định. 

Các phương trình Kirchhoff-Carrier có dạng (1.1) nhận được nhiều sự quan tâm. Có thể kẻ đến các công trình 
như: Cavalcanti [1, 2] cùng các cộng sự, đã nghiên cứu sự tồn tại và tắt dần đa thức của nghiệm phương trình có 
dạng Kirchhoff-Carrier. 

Trong [3], Gongwei Liu đã nghiên cứu phương trình sóng dạng Kirchhoff-Carrier với điều kiện đầu và biên 
Dirichlet: 

 {
𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝑀(‖𝛻𝑢(𝑡)‖

2)𝛥𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑢(𝑥, 𝑡)), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺 × (0,∞),

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),  𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝛺,
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕𝛺 × (0,∞),

 

với 𝛺 là miền bị chặn có biên 𝜕𝛺 đủ trơn. Với một số điều kiện về hàm 𝑀,𝑔 cùng các dữ kiện đầu, tác giả đã 
chứng minh được sự tồn tại nghiệm toàn cục và tính tắt dần của nghiệm cũng như tính bùng nổ của nghiệm tại 
thời gian hữu hạn. 

Trong [4], Cordeiro và các cộng sự đã khảo sát sự tồn tại và tắt dần mũ của nghiệm toàn cục của phương trình 
Klein-Gordon dạng Kirchhoff-Carrier với số hạng tắt dần mạnh −𝛥𝑢𝑡  và số hạng nguồn logarit u 𝑙𝑛|u|𝑅

2 . Các tác 
giả đã dùng kỹ thuật “potential well” ứng với số hạng logarit phi tuyến và kết quả về nghiệm toàn cục cũng như 
tính tắt dần mũ dựa trên điều kiện các dữ kiện đầu trong tập ổn định từ đa tạp Nehari. 
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Một số kết quả về sự tồn tại nghiệm địa phương, nghiệm toàn cục, khai triển tiệm cận, dáng điệu tiệm cận, tính 
chất tắt dần và bùng nổ của nghiệm, cũng được khảo sát như trong các công trình Larkin [5], Long [6,7,8] và các 
cộng sự, Messaoudi [9], Ngọc [10] và các cộng sự. 

Từ các công trình trên, trong bài báo này, chúng tôi khảo sát sự tồn tại, tính tắt dần tổng quát và tính bùng nổ của 
nghiệm bài toán (1.1)-(1.3) với các điều kiện thích hợp của các hàm 𝜇, 𝑔, 𝑓 và các dữ kiện đầu. Trong phần 2 tiếp 
theo, chúng tôi sẽ giới thiệu một số ký hiệu, định nghĩa các không gian hàm và một số bổ đề cần thiết. Trong 
phần 3, chúng tôi sẽ trình bày kết quả về sự tồn tại và duy nhất nghiệm địa phương của bài toán (1.1)-(1.3).  
Trong phần 4 và 5, chúng tôi lần lượt xét các trường hợp riêng của bài toán (1.1)-(1.3) và thu được tính bùng nổ 
và tắt dần tổng quát của nghiệm thông qua việc xây dựng phiếm hàm Lyapunov phù hợp.  

II. CÔNG CỤ 

Trước tiên, ta đặt 𝛺 = (𝜌, 1), 𝑄𝑇 = 𝛺 × (0, 𝑇), 0 < 𝜌 < 1, 𝑇 > 0 và ký hiệu các không gian hàm thông thường 

trong toàn bộ bài báo như sau: 𝐶𝑚 ≡ 𝐶𝑚(𝛺), 𝐿𝑝 ≡ 𝐿𝑝(𝛺), 𝐻𝑚 ≡ 𝐻𝑚(𝛺), 𝑊𝑚,𝑝 ≡ 𝑊𝑚,𝑝(𝛺). 

Chú ý rằng, các không gian 𝐿2, 𝐻1,  𝐻2 là các không gian Hilbert ứng với các tích vô hướng sau  

 ⟨𝑢, 𝑣⟩ = ∫ 𝑥𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥,
1

𝜌
  ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢𝑥, 𝑣𝑥⟩,   

 ⟨𝑢, 𝑣⟩ + ⟨𝑢𝑥, 𝑣𝑥⟩ + ⟨𝑢𝑥𝑥 , 𝑣𝑥𝑥⟩. (2.1) 

Ta ký hiệu các chuẩn trong 𝐿2, 𝐻1 và 𝐻2được sinh ra bởi các tích vô hướng tương ứng trong (2.1) là ‖⋅‖0, ‖⋅‖1 và 
‖⋅‖2. 

Ta có bổ đề về phép nhúng giữa các không gian hàm như sau. 

Bổ đề 2.1. Phép nhúng 𝐻0
1 ↪ 𝐶0(𝛺) là compact và với mọi 𝑣 ∈ 𝐻0

1, ta có: 

 (i) ‖𝑣‖𝐶0(𝛺) ≤ √1 − 𝜌‖𝑣𝑥‖, 

 (ii) ‖𝑣‖ ≤
1−𝜌

√2
‖𝑣𝑥‖, 

 (iii) ‖𝑣‖0 ≤
1−𝜌

√2𝜌
‖𝑣𝑥‖0. 

Ta ký hiệu ‖⋅‖𝑋  là chuẩn của không gian Banach 𝑋 và gọi 𝑋 ′ là đối ngẫu của 𝑋. Không gian 𝐿𝑝(0, 𝑇; 𝑋), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 
là không gian Banach các hàm thực 𝑢: (0, 𝑇) → 𝑋 đo được và thỏa ‖𝑢‖𝐿𝑝(0,𝑇;𝑋) < ∞, trong đó: 

 ‖𝑢‖𝐿𝑝(0,𝑡;𝑋) = {
(∫ ‖𝑢(𝑡)‖𝑋

𝑝𝑇

0
𝑑𝑡)

1/𝑝

, 1 ≤ 𝑝 < ∞,

𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝
0<𝑡<𝑇

‖𝑢(𝑡)‖𝑋   , 𝑝 = ∞.
  

Với một hàm hai biến 𝑢(𝑥, 𝑡), chúng tôi sử dụng các kí hiệu 𝑢(𝑡), 𝑢𝑡(𝑡) = �̇�(𝑡), 𝑢𝑡𝑡(𝑡) = �̈�(𝑡), 𝑢𝑥(𝑡) = 𝛻𝑢(𝑡), 

𝑢𝑥𝑥(𝑡) = 𝛥𝑢(𝑡) thay cho 𝑢(𝑥, 𝑡), 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡),  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡),  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡),  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡). 

III.  SỰ TỒN TẠI VÀ TÍNH DUY NHẤT CỦA NGHIỆM YẾU 

Định nghĩa 3.1. Nghiệm yếu của bài toán (1.1)-(1.3) là một hàm 𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0
1), 𝑢′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0

1), 
𝑢″ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐿2) ∩ 𝐿2(0, 𝑇; 𝐻0

1) thỏa mãn bài toán biến phân. 

 ⟨𝑢″(𝑡), 𝑣⟩ + 𝜇[𝑢](𝑡)⟨𝑢𝑥(𝑡), 𝑣𝑥⟩ + ⟨𝑢𝑥𝑡(𝑡), 𝑣𝑥⟩ = ∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)⟨𝑢𝑥(𝑠), 𝑣𝑥⟩𝑑𝑠
𝑡

0
+ ⟨𝑓[𝑢](𝑡), 𝑣⟩, (3.1) 

với mọi 𝑣 ∈ 𝐻0
1, hầu hết 𝑡 ∈ (0, 𝑇) và điều kiện đầu. 

 𝑢(0) = �̃�0, 𝑢
′(0) = �̃�1, (3.2) 

với 

 𝑓[𝑢](𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)), 𝜇[𝑢](𝑡) = 𝜇(𝑡, ‖𝑢(𝑡)‖0
2, ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2). (3.3) 

Cho 𝑇∗ > 0 cố định, để khảo sát sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của bài toán (1.1)-(1.3), ta cần các giả thiết 
sau: 

(𝐴1): �̃�0, �̃�1 ∈ 𝐻
2 ∩ 𝐻0

1; 
(𝐴2): 𝜇 ∈ 𝐶

1([0, 𝑇∗], ℝ+
2 ) và ∃𝜇∗ > 0: 𝜇(𝑡, 𝑦, 𝑧) ≥ 𝜇∗, ∀(𝑡, 𝑦, 𝑧) ∈ [0, 𝑇

∗] × ℝ+
2 ; 

(𝐴3): 𝑔 ∈ 𝐶
1([0, 𝑇∗]); 

(𝐴4): 𝑓 ∈ 𝐶
1([𝜌, 1] × [0, 𝑇∗] × ℝ3): 𝑓(𝜌, 𝑡, 0, 𝑦, 0) = 𝑓(1, 𝑡, 0, 𝑦, 0) = 0, ∀(𝑡, 𝑦) ∈ [0, 𝑇∗] × ℝ. 
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Khi đó, ta có định lí về sự tồn tại duy nhất nghiệm sau: 

Định lý 3.2. Giả sử các giả thiết (𝐴1) − (𝐴4) thỏa. Khi đó, tồn tại một hằng số 𝑇 ∈ (0, 𝑇∗] sao cho bài toán (1.1)-

(1.3) có duy nhất nghiệm yếu 𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐻2 ∩ 𝐻0

1) ∩ 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐻0
1), sao cho 𝑢′ ∈

𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶([0, 𝑇];𝐻0

1) và 𝑢″ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐿2) ∩ 𝐿2(0, 𝑇; 𝐻0
1). 

IV. TÍNH BÙNG NỔ CỦA NGHIỆM 

Trong phần này, ta khảo sát tính bùng nổ của nghiệm bài toán (1.1)-(1.3) với 𝜇 ≡ 𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2), 𝑓 ≡ −𝜆𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢). 

Khi đó bài toán (1.1)-(1.3) trở thành: 

 

{
  
 

  
 𝑢𝑡𝑡 − 𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2) (𝑢𝑥𝑥 +
1

𝑥
𝑢𝑥) −

1

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑢𝑥𝑡)

           + ∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠) (𝑢𝑥𝑥(𝑠) +
1

𝑥
𝑢𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠

𝑡

0

               +𝜆𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢), 𝜌 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇,

𝑢(𝜌, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = �̃�0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = �̃�1(𝑥),

 (4.1) 

với 0 < 𝜌 < 1, 𝜆 > 0 là các hằng số cho trước; 𝑓, 𝑔, �̃�0, �̃�1 là các hàm cho trước mà điều kiện của nó ta sẽ chỉ ra 
sau đây: 

(𝐴2): 𝜇 ∈ 𝐶
1(ℝ+) và tồn tại các hằng số 𝜇∗ > 0, 𝜇1 > 0 sao cho 𝜇(𝑧) ≥ 𝜇∗, 𝑧𝜇(𝑧) ≤ 𝜇1 ∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑦, ∀𝑧 ≥ 0.

𝑧

0
 

(𝐴3): 𝑓 ∈ 𝐶
1(ℝ), 𝑓(0) = 0 và tồn tại các hằng số dương 𝑝 > 2, 𝑑1 > 𝑚𝑎𝑥{2,2𝜇1} , 𝑑1 > 2 sao cho: 

 (i) 𝑦𝑓(𝑦) ≥ 𝑑1 ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑦

0
, ∀𝑦 ∈ ℝ, 

 (ii) ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑦

0
≥ �̄�1|𝑦|

𝑝, ∀𝑦 ∈ ℝ; 

(𝐴4):     𝑔 ∈ 𝐻
1(ℝ+) ∩ 𝐿

1(ℝ+) và  

 (i)  𝑔′(𝑡) ≤ 0 < 𝑔(𝑡), ∀𝑡 ≥ 0, 

 (ii) 0 < ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
∞

0
< 𝜇∗ (1 −

2𝜇1

𝑑1
). 

Định lý 4.1: Giả sử �̃�0, �̃�1 ∈ 𝐻
2 ∩ 𝐻0

1, và các giả thiết (�̄�2) − (�̄�4) thỏa. Khi đó, bài toán (4.1) có duy nhất nghiệm 
yếu 𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0

1) ∩ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐻2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶1([0, 𝑇];𝐻0

1) sao cho 𝑢′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐻0

1) và 
𝑢″ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐿2) ∩ 𝐿2(0, 𝑇; 𝐻0

1), với 𝑇 > 0 đủ nhỏ. 

Ta xét phiếm hàm năng lượng ứng với bài toán (4.1) như sau: 

 𝐸(𝑡) =
1

2
‖𝑢′(𝑡)‖0

2 +
1

2
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) − ∫ 𝑥𝑑𝑥

1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0
 

 +
1

2
(∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0
− ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
), (4.2) 

trong đó (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) = ∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)‖𝑢𝑥(𝑠) − 𝑢𝑥(𝑡)‖0
2𝑑𝑠

𝑡

0
. 

Nhân hai vế phương trình (4.1)1 cho 𝑥𝑢′(𝑥, 𝑡), và lấy tích phân trên khoảng (𝜌, 1) theo biến x , ta được: 

 𝐸′(𝑡) = −‖𝑢𝑥
′ (𝑡)‖0

2 − 𝜆‖𝑢′(𝑡)‖0
2 +

1

2
(𝑔′ ∗ 𝑢)(𝑡) −

1

2
𝑔(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 ≤ 0. (4.3) 

Ta có định lý về tính bùng nổ của nghiệm như sau: 

Định lý 4.2. Giả sử các giả thiết (�̄�2) − (�̄�4) thỏa và �̃�0, �̃�1 ∈ 𝐻
2 ∩ 𝐻0

1 sao cho 𝐸(0) < 0. Khi đó, nghiệm yếu của 
bài toán (4.1) bùng nổ trong thời gian hữu hạn. 

Chứng minh Định lí 4.2: Chứng minh bao gồm hai bước. 

Bước 1. Trước tiên, ta chứng minh bài toán (4.1) không có nghiệm yếu toàn cục. Thật vậy, giả sử bài toán (4.1) có 
nghiệm toàn cục 𝑢 thỏa: 

 𝑢 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
∞ (ℝ+; 𝐻

2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶(ℝ+; 𝐻

2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶1(ℝ+; 𝐻0

1), 

 𝑢′ ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
∞ (ℝ+; 𝐻

2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶(ℝ+; 𝐻0

1), 

 𝑢″ ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
∞ (ℝ+; 𝐿

2) ∩ 𝐿𝑙𝑜𝑐
2 (ℝ+; 𝐻0

1) 

là nghiệm toàn cục của bài toán (4.1). Ta đặt 𝐻(𝑡) = −𝐸(𝑡), ∀𝑡 ≥ 0. Từ (4.3), ta có 𝐻′(𝑡) > 0, suy ra:  
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 0 < 𝐻(0) ≤ 𝐻(𝑡) ≤
1

2
‖𝑢′(𝑡)‖0

2 +
1

2
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

+
1

2
(∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

− ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

) 

                                                                   + ∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0
≤ 2∫ 𝑥𝑑𝑥

1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0
. (4.4) 

Ta định nghĩa phiếm hàm 

 𝐿(𝑡) = 𝐻1−𝜂(𝑡) + 𝜀𝛷(𝑡), (4.5) 

với 𝜀 đủ nhỏ và 

 0 < 2𝜂 < 1,
2

1−2𝜂
≤ 𝑝, (4.6) 

 𝛷(𝑡) = ⟨𝑢′(𝑡), 𝑢(𝑡)⟩ +
1

2
‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 +
𝜆

2
‖𝑢(𝑡)‖0

2. (4.7) 

Bổ đề 4.3. Giả sử (�̄�2) − (�̄�4) thỏa và các dữ kiện đầu �̃�0, �̃�1 ∈ 𝐻
2 ∩ 𝐻0

1 sao cho 𝐸(0) < 0. Khi đó, tồn tại một 
hằng số 𝑙1 > 0 sao cho: 

 𝐿′(𝑡) ≥ 𝑙1[𝐻(𝑡) + ‖𝑢
′(𝑡)‖0

2 + ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 + ‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑝

𝑝
]. (4.8) 

Chứng minh Bổ đề 4.3. Nhân hai vế của phương trình (4.1)1 cho 𝑥𝑢(𝑥, 𝑡), và lấy tích phân trên khoảng (𝜌, 1) theo 
biến 𝑥, ta được: 

 𝛷′(𝑡) = ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 − 𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 + ∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)⟨𝑢𝑥(𝑠), 𝑢𝑥(𝑡)⟩𝑑𝑠

𝑡

0
+ ⟨𝑓(𝑢), 𝑢⟩. (4.9) 

Từ (4.5), lấy đạo hàm theo biến 𝑡 hai vế ta được: 

 𝐿′(𝑡) = (1 − 𝜂)𝐻−𝜂(𝑡)𝐻′(𝑡) + 𝜀𝛷′(𝑡) ≥ 𝜀𝛷′(𝑡). (4.10) 

Từ các giả thiết (𝐴2), (𝐴3), ta có các đánh giá sau: 

 

{
  
 

  
 𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 ≤ 𝜇1 ∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑦

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0
,

⟨𝑓(𝑢(𝑡)), 𝑢(𝑡)⟩ ≥ 𝑑1 ∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0
,

∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0
≥ 𝑑1𝜌‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑝

𝑝
,

∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)⟨𝑢𝑥(𝑠), 𝑢𝑥(𝑡)⟩𝑑𝑠
𝑡

0
≥ −

1

4
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡).

 (4.11) 

Do đó, kết hợp (4.9) và (4.11), ta có: 

 𝛷′(𝑡) = ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 − 𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 + ∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)⟨𝑢𝑥(𝑠), 𝑢𝑥(𝑡)⟩𝑑𝑠

𝑡

0
+ ⟨𝑓(𝑢), 𝑢⟩ 

   ≥ ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 − 𝜇1∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑦

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

+ 𝑑1∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0

−
1

4
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

   = ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 − 𝜇1∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑦

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

−
1

4
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝑑1𝛿1∫ 𝑥𝑑𝑥

1

𝜌

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0

 

       + 𝑑1(1 − 𝛿1)∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0

 

≥ (1 −
𝑑1
2
(1 − 𝛿1)) ‖𝑢

′(𝑡)‖0
2 + 𝑑1(1 − 𝛿1)𝐻(𝑡) 

+(
𝑑1
2
(1 − 𝛿1) − 𝜇1)∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑦

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

 

+𝑑1𝛿1∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0

+
1

2
(𝑑1 −

1

2
− 𝑑1𝛿1) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

−
𝑑1
2
(1 − 𝛿1)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

 

≥ 𝑑1(1 − 𝛿1)𝐻(𝑡) + (1 −
𝑑1
2
(1 − 𝛿1)) ‖𝑢

′(𝑡)‖0
2 + 𝑑1𝛿1�̄�1𝜌‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑝

𝑝
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+
1

2
(𝑑1 −

1

2
− 𝑑1𝛿1) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

+(
𝑑1
2
(1 − 𝛿1) − 𝜇1)∫ 𝜇(𝑦)𝑑𝑦

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

−
𝑑1
2
(1 − 𝛿1)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

 

≥ 𝑑1(1 − 𝛿1)𝐻(𝑡) + (1 −
𝑑1
2
(1 − 𝛿1)) ‖𝑢

′(𝑡)‖0
2 + 𝑑1𝛿1�̄�1𝜌‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑝

𝑝
 

+
1

2
(𝑑1 −

1

2
− 𝑑1𝛿1) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

+
1

2
[(𝑑1 − 𝑑1𝛿1 − 2𝜇1)𝜇∗ − 𝑑1(1 − 𝛿1)∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

] ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 

≥ 𝑑1(1 − 𝛿1)𝐻(𝑡) + (1 −
𝑑1
2
(1 − 𝛿1)) ‖𝑢

′(𝑡)‖0
2 

+𝑑1𝛿1�̄�1𝜌‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑝
𝑝
+
1

2
(𝑑1 −

1

2
− 𝑑1𝛿1) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

 +
1

2
[(𝑑1 − 2𝜇1)𝜇∗ − 𝑑1 ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
− 𝑑1𝛿1(𝜇∗ − ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
)]‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2. (4.12) 

Do 𝑑1 > 𝑚𝑎𝑥{2,2𝜇1} và (𝑑1 − 2𝜇1)𝜇∗ − 𝑑1 ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
> 0, ta có thể chọn 𝛿1 ∈ (0,1) sao cho: 

 𝑑1 −
1

2
− 𝑑1𝛿1 > 0, (4.13) 

và 

 (𝑑1 − 2𝜇1)𝜇∗ − 𝑑1 ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
− 𝑑1𝛿1(𝜇∗ − ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
) > 0. (4.14) 

Từ các bất đẳng thức (4.10), (4.12) và (4.14), ta thu được (4.8) với 𝑙1 > 0 đủ nhỏ. ■   

Theo công thức 𝐿(𝑡) và (4.8), ta có thể chọn 𝜀 > 0 đủ nhỏ sao cho: 

 𝐿(𝑡) ≥ 𝐿(0) > 0, ∀𝑡 ≥ 0. (4.15) 

Sử dụng bất đẳng thức: 

 (∑ 𝑥𝑖
4
𝑖=1 )𝑟 ≤ 4𝑟−1∑ 𝑥𝑖

𝑟4
𝑖=1 , ∀𝑟 > 1, 𝑥1, ⋯ , 𝑥4 ≥ 0, 

và từ (4.5) và (4.7), ta thu được: 

 𝐿1/(1−𝜂)(𝑡) ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 [𝐻(𝑡) + |⟨𝑢′(𝑡), 𝑢(𝑡)⟩|1/(1−𝜂) + ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2/(1−𝜂)

+ ‖𝑢(𝑡)‖0
2/(1−𝜂)

]. (4.16) 

Sử dụng bất đẳng thức Young, ta được: 

 |⟨𝑢′(𝑡), 𝑢(𝑡)⟩|1/(1−𝜂) ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡[‖𝑢𝑥(𝑡)‖𝐿𝑝
𝑠 + ‖𝑢′(𝑡)‖0

2], (4.17) 

với 𝑠 = 2/(1 − 2𝜂) ≤ 𝑝. 

Tiếp theo ta có bổ đề. 

Bổ đề 4.4. Với 𝑠 = 2/(1 − 2𝜂) ≤ 𝑝, ta có: 

 ‖𝑣‖𝐿𝑝
𝑠 + ‖𝑣‖0

2/(1−2𝜂)
≤

2

𝜌
(‖𝑣𝑥‖0

2 + ‖𝑣‖𝐿𝑝
𝑝
), ∀𝑣 ∈ 𝐻0

1 . (4.18) 

Từ (4.16) - (4.18), ta suy ra: 

 𝐿1/(1−𝜂)(𝑡) ≤ 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡[𝐻(𝑡) + ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 + ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 + ‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑝
𝑝
], ∀𝑡 ≥ 0. (4.19) 

Hơn nữa, từ (4.8) và (4.19), ta có: 

 𝐿′(𝑡) ≥ 𝑙2𝐿
1/(1−𝜂)(𝑡), ∀𝑡 ≥ 0,  (4.20) 

với 𝑙2 là một hằng số dương.  

Lấy tích phân (4.20) trên (0, 𝑡), ta được: 

 𝐿𝜂/(1−𝜂)(𝑡) ≥
1

𝐿−𝜂/(1−𝜂)(0)−
𝑙2𝜂

1−𝜂
𝑡
, 0 ≤ 𝑡 <

1

𝑙2𝜂
(1 − 𝜂)𝐿−𝜂/(1−𝜂) ≡ 𝑇∗. (4.21) 

Do đó, 𝐿(𝑡) → ∞ khi 𝑡 → 𝑇∗
−. Nên bài toán (4.1) không có nghiệm yếu toàn cục. 
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Bước 2. Tiếp theo, ta đặt 𝑇∞ = 𝑠𝑢𝑝 {𝑇 > 0: bài toán (4.1) có nghiệm yếu thỏa Định lý 4.1}. 

Do bài toán (4.1) không có nghiệm toàn cục nên ta có 𝑇∞ < ∞. Ta sẽ chứng minh rằng: 

 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑇∞

−
(‖𝑢(𝑡)‖𝐻2∩𝐻01 + ‖𝑢

′(𝑡)‖𝐻2∩𝐻01) = ∞. (4.22) 

Thật vậy, giả sử (4.22) không đúng, thì tồn tại một hằng số 𝑀 > 0 và tồn tại một dãy 𝑡𝑚 với {𝑡𝑚} ⊂ (0, 𝑇∞),  𝑡𝑚 →
𝑇∞
− sao cho: 

 ‖𝑢(𝑡𝑚)‖𝐻2∩𝐻01 + ‖𝑢
′(𝑡𝑚)‖𝐻2∩𝐻01 ≤ 𝑀, ∀𝑚 ∈ ℕ. 

Theo các lập luận trên, với mỗi 𝑚 ∈ ℕ, ta có (𝑢(𝑡𝑚), 𝑢
′(𝑡𝑚)) ∈ (𝐻

2 ∩ 𝐻0
1)2 và do đó Bài toán (4.1) với điều kiện 

đầu 𝑢∗(𝑡𝑚) = 𝑢(𝑡𝑚),  𝑢∗
′(𝑡𝑚) = 𝑢

′(𝑡𝑚), tồn tại duy nhất nghiệm yếu. 

 𝑢∗ ∈ 𝐶([𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + 𝜎]; 𝐻
2 ∩ 𝐻0

1) ∩ 𝐶1([𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + 𝜎]; 𝐻0
1) 

 𝑢∗
′ ∈ 𝐿∞(𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + 𝜎;𝐻

2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶([𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + 𝜎]; 𝐻0

1), 

 𝑢∗
″ ∈ 𝐿∞(𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + 𝜎; 𝐿

2) ∩ 𝐿2 (𝑡𝑚, 𝑡𝑚 + 𝜎;𝐻0
1),  

trong đó 𝜎 độc lập với 𝑚 ∈ ℕ. Do 𝑡𝑚 → 𝑇∞
−, ta có một 𝑚 ∈ ℕ sao cho 𝑡𝑚 + 𝜎 > 𝑇∞. Khi đó hàm �̃� được định nghĩa 

bởi: 

 �̃�(𝑡) = {
  𝑢(𝑡),   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑚,
  𝑢∗(𝑡),  𝑡𝑚 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑚 + 𝜎,

 

là nghiệm yếu của bài toán (4.1) trên [0, 𝑡𝑚 + 𝜎], và 𝑡𝑚 + 𝜎 > 𝑇∞, ta có điều vô lý với định nghĩa 𝑇∞. Vậy (4.22) 
đúng. ■  

V. ĐÁNH GIÁ TẮT DẦN TỔNG QUÁT CỦA NGHIỆM 

Trong phần này, ta khảo sát một trường hợp riêng của bài toán (1.1)-(1.3) như sau: 

 

{
 
 

 
 𝑢𝑡𝑡 − 𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2) (𝑢𝑥𝑥 +
1

𝑥
𝑢𝑥) −

1

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑢𝑥𝑡) + ∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠) (𝑢𝑥𝑥(𝑠) +

1

𝑥
𝑢𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠

𝑡

0

                                                          + 𝜆𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢) + 𝐹(𝑥, 𝑡), 𝜌 < 𝑥 < 1, 𝑡 ≥ 0,

𝑢(𝜌, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = �̃�0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = �̃�1(𝑥).

 (5.1) 

Trước tiên, ta đặt các điều kiện: 

(𝐴1):  �̃�0, �̃�1 ∈ 𝐻
2 ∩ 𝐻0

1; 

(�̃�2): 𝜇 ∈ 𝐶
1(ℝ+) và tồn tại các hằng số 

*
0,   sao cho 𝜇(𝑧) ≥ 𝜇∗, ∀𝑧 ≥ 0; 

(�̃�3): 𝑓 ∈ 𝐶
1(ℝ), 𝑓(0) = 0; 

(�̃�4): 𝑔 ∈ 𝐶
1(ℝ+); 

(�̃�5): 𝐹 ∈ 𝐶
1([𝜌, 1] × ℝ+). 

Khi đó, ta có định lý về sự tồn tại nghiệm. 

Định lý 5.1. Giả sử  (𝐴1), (�̃�2) − (�̃�5) thỏa và 𝜆 > 0. Khi đó bài toán (5.1) có duy nhất một nghiệm yếu địa 

phương 𝑢 sao cho: 

𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐻2 ∩ 𝐻0

1) ∩ 𝐶1([0, 𝑇]; 𝐻0
1), 

𝑢′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐻2 ∩ 𝐻0
1) ∩ 𝐶([0, 𝑇]; 𝐻0

1), 
𝑢″ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇; 𝐿2) ∩ 𝐿2(0, 𝑇; 𝐻0

1), 

 với 𝑇 > 0 đủ nhỏ. 

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh rằng nếu ∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧
‖𝑢0𝑥‖0

2

0
− 𝑝∫ 𝑥𝑑𝑥

1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢0(𝑥)

0
> 0 và năng lượng đầu  

 𝐸(0) =
1

2
‖�̃�1‖0

2 +
1

2
∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧
‖𝑢0𝑥‖0

2

0
− ∫ 𝑥𝑑𝑥

1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢0(𝑥)

0
 

và 𝐹 là đủ nhỏ, thì mọi nghiệm toàn cục đều tắt dần tổng quát khi 𝑡 → +∞. 

Ta xây dựng phiếm hàm Lyapunov: 

 𝐿(𝑡) = 𝐸(𝑡) + 𝛿𝛹(𝑡), (5.2) 
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với 𝛿 > 0, 

𝐸(𝑡) =
1

2
‖𝑢′(𝑡)‖0

2 +
1

2
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) − ∫ 𝑥𝑑𝑥

1

𝜌

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0

+
1

2
(∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

− �̄�(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2) 

                        =
1

2
‖𝑢′(𝑡)‖0

2 + (
1

2
−

1

𝑝
) ((𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + ∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0
− �̄�(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2) +
1

𝑝
𝐼(𝑡), (5.3) 

𝛹(𝑡) = ⟨𝑢′(𝑡), 𝑢(𝑡)⟩ +
1

2
‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 +
𝜆

2
‖𝑢(𝑡)‖0

2,  (5.4) 

và 

 𝐼(𝑡) = (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + ∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧
‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2

0
− �̄�(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 − 𝑝∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0
. (5.5) 

Để thu được kết quả tắt dần, ta cần thêm các giả thiết sau: 

(𝐻3): 𝑓 ∈ 𝐶
1(ℝ), 𝑓(0) = 0 và tồn tại các hằng số 𝛼, 𝛽 > 2; 𝑑2, �̄�2 > 0, sao cho 

 (i) 𝑦𝑓(𝑦) ≤ 𝑑2 ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑦

0
, ∀𝑦 ∈ ℝ, 

 (ii) ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑦

0
≤ �̄�2(|𝑦|

𝛼 + |𝑦|𝛽), ∀𝑦 ∈ ℝ; 

(𝐻4): 𝑔 ∈ 𝐶
1(ℝ+) ∩ 𝐿

1(ℝ) sao cho: 

 (i) 𝐿∗ = 𝜇∗ − �̄�(∞) > 0, 
 (ii) Tồn tại một hàm 𝜉 ∈ 𝐶1(ℝ+) sao cho: 

  (j) 𝜉 ′(𝑡) ≤ 0 < 𝜉(𝑡), ∀𝑡 ≥ 0, ∫ 𝜉(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
= ∞, 

  (jj) 𝑔′(𝑡) ≤ −𝜉(𝑡)𝑔(𝑡) < 0, ∀𝑡 ≥ 0 với �̄�(𝑡) = ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
 và �̄�(∞) = ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

∞

0
; 

(𝐻5): 𝐹 ∈ 𝐿
∞(ℝ+; 𝐿

2) ∩ 𝐿1(ℝ+; 𝐿
2) và tồn tại các hằng số dương 𝐶0, 𝛾0 sao cho: 

 ‖𝐹(𝑡)‖0
2 ≤ 𝐶0 𝑒𝑥𝑝(−𝛾0𝑡) , ∀𝑡 ≥ 0; 

(𝐻6): 𝑝 > 𝑑1. 

Ta có bổ đề đánh giá phiếm hàm 𝐸′(𝑡) sau. 

Bổ đề 5.2. Với mọi 𝜀1 > 0, ta có: 

 (i) 𝐸′(𝑡) ≤
1

2
‖𝐹(𝑡)‖0 +

1

2
‖𝐹(𝑡)‖0‖𝑢

′(𝑡)‖
0

2
, 

 (ii) 𝐸′(𝑡) ≤ −‖𝑢𝑥
′ (𝑡)‖

0

2
− (𝜆 −

𝜀1

2
) ‖𝑢′(𝑡)‖

0

2
−

1

2
𝜉(𝑡)(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) +

1

2𝜀1
‖𝐹(𝑡)‖0

2. 

Chứng minh. Nhân phương trình (5.1)1 bởi 𝑥𝑢′(𝑥, 𝑡), và lấy tích phân trên [𝜌, 1], ta thu được: 

 

2 2 2

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), ( )

2 2
x xE t u t u t g u t g t u t F t u t    = − − +  − +

. (5.6) 

Từ điều kiện (𝐻4) và (5.6), ta thu được (i) 

 𝐸′(𝑡) ≤ |⟨𝐹(𝑡), 𝑢′(𝑡)⟩| ≤ ‖𝐹(𝑡)‖0‖𝑢
′(𝑡)‖0 ≤

1

2
(‖𝐹(𝑡)‖0 + ‖𝐹(𝑡)‖0‖𝑢

′(𝑡)‖0
2). 

Từ giả thiết (5.6), ta có (𝑔′ ∗ 𝑢)(𝑡) ≤ −𝜉(𝑡)(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡), nên: 

 𝐸′(𝑡) ≤ −‖𝑢𝑥
′ (𝑡)‖0

2 − 𝜆‖𝑢′(𝑡)‖0
2 −

1

2
𝜉(𝑡)(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) −

1

2
𝑔(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 + ‖𝐹(𝑡)‖0‖𝑢
′(𝑡)‖0 

                                                      ≤ −‖𝑢𝑥
′ (𝑡)‖0

2 − (𝜆 −
𝜀1

2
) ‖𝑢′(𝑡)‖0

2 −
1

2
𝜉(𝑡)(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) +

1

2𝜀1
‖𝐹(𝑡)‖0

2
. 

Bổ đề 5.2 được chứng minh. ■  

Bổ đề 5.3. Giả sử  (�̃�2), (𝐻3) − (𝐻6) thỏa và �̃�0, �̃�1 ∈ 𝐻
2 ∩ 𝐻0

1 sao cho 𝐼(0) > 0 và  

 𝜂∗ ≔ 𝐿∗ − 𝑝�̄�2(1 − 𝜌) (√(
1−𝜌

𝜌
)
𝛼

𝑅∗
𝛼−2 + √(

1−𝜌

𝜌
)
𝛽

𝑅∗
𝛽−2

) > 𝜇𝑚𝑎𝑥 −
𝑝

𝑑2∗
𝐿∗, (5.7) 

với 
 

 𝑅∗ = (
2𝑝𝐸∗

(𝑝−2)𝐿∗
)
1/2

, 𝐸∗ = (𝐸(0) +
1

2
𝜅1) 𝑒𝑥𝑝( 𝜅1),   𝜅1 = ∫ ‖𝐹(𝑡)‖0𝑑𝑡

∞

0
, 

𝐿∗ = 𝜇∗ − 𝑔(∞), 𝜇𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑧≤𝑅∗

2
𝜇(𝑧) 
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Khi đó 𝐼(𝑡) > 0 với mọi 𝑡 ≥ 0. 

Chứng minh. Do tính liên tục của 𝐼(𝑡) và 𝐼(0) > 0, nên tồn tại �̃� > 0 sao cho: 

 𝐼(𝑡) = 𝐼(𝑢(𝑡)) > 0, ∀𝑡 ∈ [0, �̃�]. 

Từ (5.3) và (5.5), ta có: 

𝐸(𝑡) ≥
1

2
‖𝑢′(𝑡)‖

0

2
+ (

1

2
−
1

𝑝
)((𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + ∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

− �̄�(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2) 

       ≥
1

2
‖𝑢′(𝑡)‖

0

2
+

𝑝−2

2𝑝
((𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝐿∗‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2),  ∀𝑡 ∈ [0, �̃�].   

 (5.8) 

Từ Bổ đề 5.2, (5.8) và sử dụng bất đẳng thức Gronwall, ta thu được: 

 ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 +

𝑝

(𝑝−2)𝐿∗
‖𝑢′(𝑡)‖0

2 +
1

𝐿∗
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) ≤

2𝑝𝐸(𝑡)

(𝑝−2)𝐿∗
≤

2𝑝𝐸∗

(𝑝−2)𝐿∗
≔ 𝑅∗

2, ∀𝑡 ∈ [0, �̃�]. (5.9) 

Từ điều kiện (𝐻3) và (5.9), ta suy ra: 

𝑝∫ 𝑥𝑑𝑥
1

𝜌

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝑢(𝑥,𝑡)

0

≤ 𝑝�̄�2 (‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝛼
𝛼 + ‖𝑢(𝑡)‖

𝐿𝛽
𝛽
)  

≤ 𝑝�̄�2(1 − 𝜌)(√(
1 − 𝜌

𝜌
)
𝛼

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
𝛼 + √(

1 − 𝜌

𝜌
)
𝛽

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
𝛽
) 

    ≤ 𝑝�̄�2(1 − 𝜌) (√(
1−𝜌

𝜌
)
𝛼

𝑅∗
𝛼−2 + √(

1−𝜌

𝜌
)
𝛽

𝑅∗
𝛽−2

) ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2.  (5.10) 

Do đó,  

 𝐼(𝑡) ≥ (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝜂∗‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 ≥ 0, ∀𝑡 ∈ [0, �̃�], 

với 𝜂∗ được xác định ở (5.7).  

Tiếp theo, ta chứng minh 𝐼(𝑡) > 0 với mọi 𝑡 ≥ 0. Đặt 𝑇∞
∗ = 𝑠𝑢𝑝{�̃� > 0: 𝐼(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ [0, �̃�]}, ta chứng minh rằng 

𝑇∞
∗ = ∞. Thật vậy, nếu 𝑇∞

∗ < ∞, thì theo tính liên tục của 𝐼(𝑡), ta có 𝐼(𝑇∞
∗) ≥ 0.  

Có hai trường hợp cho 𝐼(𝑇∞
∗). 

Nếu 𝐼(𝑇∞
∗) > 0, lý luận tương tự như trên, ta suy ra được tồn tại �̃�∞ > 𝑇∞

∗  sao cho 𝐼(𝑡) > 0, ∀𝑡 ∈ [0, �̃�∞]. Điều này 
mâu thuẫn với định nghĩa của 𝑇∞

∗  nên ta có 𝐼(𝑡) > 0, ∀𝑡 ≥ 0. 

Nếu 𝐼(𝑇∞
∗ ) = 0, thì  

 0 = 𝐼(𝑇∞
∗ ) ≥ (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑇∞

∗ ) + 𝜂∗‖𝑢𝑥(𝑇∞
∗ )‖0

2 ≥ 0. 

Do đó 

 𝑢𝑥(𝑇∞
∗ ) = (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑇∞

∗ ) = 0. 

Hơn nữa, hàm số 𝑠 ↦ 𝑔(𝑇∞
∗ − 𝑠)‖𝑢𝑥(𝑠) − 𝑢𝑥(𝑇∞

∗ )‖0
2 liên tục trên [0, 𝑇∞

∗ ] và 𝑔(𝑇∞
∗ − 𝑠) > 0, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑇∞

∗ ] và 

 (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑇∞
∗ ) = ∫ 𝑔(𝑇∞

∗ − 𝑠)‖𝑢𝑥(𝑠)‖0
2𝑑𝑠

𝑇∞
∗

0
= 0, 

nên ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0 = 0, với mọi 𝑠 ∈ [0, 𝑇∞
∗ ]. Do đó 𝑢(0) = 0, điều này mâu thuẫn với 𝐼(0) > 0. Vậy 𝑇∞

∗ = ∞, nghĩa là 
𝐼(𝑡) > 0 với mọi 𝑡 ≥ 0. 

Bổ đề 5.3 được chứng minh. ■  

Tiếp theo, ta đặt: 

 𝐸1(𝑡) = ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 + ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 + (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝐼(𝑡). (5.11) 

Lúc này, ta có bổ đề sau.  

Bổ đề 5.4. Giả sử giả thiết của Bổ đề 5.3 thỏa. Khi đó, tồn tại các hằng số dương 𝛽1, �̄�1, 𝛽2, �̄�2 sao cho 

 𝛽1𝐸1(𝑡) ≤ 𝐿(𝑡) ≤ 𝛽2𝐸1(𝑡), ∀𝑡 ≥ 0, 
 �̄�1𝐸1(𝑡) ≤ 𝐸(𝑡) ≤ �̄�2𝐸1(𝑡), ∀𝑡 ≥ 0, (5.12) 
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với 𝛿 > 0 đủ nhỏ. 

Chứng minh Bổ đề 5.4 không quá khó nên ta bỏ qua chi tiết. 

Bổ đề 5.5. Với mọi 𝜀2 > 0, và mọi 𝛿2 ∈ (0,1) ta có: 

 

          𝛹 ′(𝑡) ≤ ‖𝑢′(𝑡)‖
0

2
+ (

𝑑2𝛿2

𝑝
+

1

2𝜀2
) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) +

1

2𝜀2
‖𝐹(𝑡)‖0

2 −
𝑑2𝛿2

𝑝
𝐼(𝑡) 

                        − (𝜇∗ + 𝜂
∗ 𝑑2

𝑝
(1 − 𝛿2) − (1 +

𝜀2

2
−

𝑑2

𝑝
) �̄�(∞) −

𝜀2(1−𝜌)
2

4𝜌
−

𝑑2

𝑝
𝜇𝑚𝑎𝑥) ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2.  (5.13) 

Chứng minh. Nhân (5.1)1 cho 𝑥𝑢(𝑥, 𝑡), và lấy tích phân trên đoạn [𝜌, 1], ta được: 

𝛹 ′(𝑡) = ‖𝑢′(𝑡)‖
0

2
− 𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 +∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)⟨𝑢𝑥(𝑠), 𝑢𝑥(𝑡)⟩𝑑𝑠

𝑡

0

 

                                + ⟨𝑓(𝑢(𝑡)), 𝑢(𝑡)⟩ + ⟨𝐹(𝑡), 𝑢(𝑡)⟩.       (5.14) 

Từ các bất đẳng thức sau: 

−𝜇(‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 ≤ 𝜇∗‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2, 

∫ 𝑔(𝑡 − 𝑠)⟨𝑢𝑥(𝑠), 𝑢𝑥(𝑡)⟩𝑑𝑠 ≤ (1 +
𝜀2
2
) �̄�(𝑡)

𝑡

0

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 +

1

2𝜀2
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡), 

                 ⟨𝑓(𝑢(𝑡)), 𝑢(𝑡)⟩ ≤
𝑑2
𝑝
[∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

+ (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) − �̄�(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 − 𝐼(𝑡)] , 

                                  𝐼(𝑡) ≥ (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝜂 ∗ ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2, 

                   ⟨𝐹(𝑡), 𝑢(𝑡)⟩ ≤
𝜀2(1−𝜌)

2

4𝜌
‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 +
1

2𝜀2
‖𝐹(𝑡)‖0

2, ∀𝜀2 > 0, (5.15) 

ta có  

𝛹′(𝑡) ≤ ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 − 𝜇∗‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 + (1 +
𝜀2
2
) �̄�(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 +
1

2𝜀2
(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

                    +
𝑑2
𝑝
[∫ 𝜇(𝑧)𝑑𝑧

‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2

0

+ (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) − �̄�(𝑡)‖𝑢𝑥(𝑡)‖0
2 − 𝐼(𝑡)] +

𝜀2(1 − 𝜌)
2

4𝜌
‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 +
1

2𝜀2
‖𝐹(𝑡)‖0

2
 

≤ ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 + (

𝑑2
𝑝
+

1

2𝜀2
) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) +

1

2𝜀2
‖𝐹(𝑡)‖0

2 −
𝑑2𝛿2
𝑝

𝐼(𝑡) −
𝑑2(1 − 𝛿2)

𝑝
𝐼(𝑡) 

       − (𝜇∗ − (1 +
𝜀2
2
) �̄�(∞) −

𝜀2(1 − 𝜌)
2

4𝜌
−
𝑑2
𝑝
𝜇𝑚𝑎𝑥) ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2

≤ ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 + (

𝑑2𝛿2
𝑝

+
1

2𝜀2
) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) +

1

2𝜀2
‖𝐹(𝑡)‖0

2 −
𝑑2𝛿2
𝑝

𝐼(𝑡) 

                                   − (𝜇∗ + 𝜂
∗ 𝑑2

𝑝
(1 − 𝛿2) − (1 +

𝜀2

2
−

𝑑2

𝑝
) �̄�(∞) −

𝜀2(1−𝜌)
2

4𝜌
−

𝑑2

𝑝
𝜇𝑚𝑎𝑥) ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2. 

Bổ đề 5.5 được chứng minh. ■  

Đặt 𝜌(𝑡) =
1

2
(
1

𝜀1
+

𝛿

𝜀2
) ‖𝐹(𝑡)‖0

2. Từ Bổ đề 5.2 – Bổ đề 5.5, ta suy ra 

𝐿′(𝑡) ≤ −(𝜆 −
𝜀1
2
− 𝛿) ‖𝑢′(𝑡)‖0

2 −
1

2
𝜉(𝑡)(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝜌(𝑡) + 𝛿 (

𝑑2𝛿2
𝑝

+
1

2𝜀2
) (𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) 

                               −
𝛿𝑑2𝛿2

𝑝
𝐼(𝑡) − 𝛿 (𝜇∗ + 𝜂

∗ 𝑑1

𝑝
(1 − 𝛿2) − (1 +

𝜀2

2
) �̄�(∞) −

𝜀2(1−𝜌)
2

4𝜌
−

𝑑2

𝑝
𝜇𝑚𝑎𝑥) ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2. (5.16) 

Ta có 

 𝑙𝑖𝑚
𝛿2→0+
𝜀2→0+

(𝜇∗ + 𝜂
∗ 𝑑1

𝑝
(1 − 𝛿2) − (1 +

𝜀2

2
) �̄�(∞) −

𝜀2(1−𝜌)
2

4𝜌
−

𝑑2

𝑝
𝜇𝑚𝑎𝑥) = 𝜇∗ + 𝜂

∗ 𝑑1

𝑝
− �̅�(∞) −

𝑑2

𝑝
𝜇𝑚𝑎𝑥 > 0. 

Nên, ta có thể chọn 𝛿2 ∈ (0,1) và 𝜀2 > 0 đủ nhỏ, sao cho: 

 𝜃1(𝛿2, 𝜀2) ≡ 𝜇∗ + 𝜂
∗ 𝑑2

𝑝
(1 − 𝛿2) − (1 +

𝜀2

2
) �̄�(∞) −

𝜀2(1−𝜌)
2

4𝜌
−

𝑑2

𝑝
𝜇𝑚𝑎𝑥 > 0. 

Hơn nữa, ta cũng có thể chọn 𝛿 > 0, 𝜀1 > 0 đủ nhỏ, thỏa: 

 𝜃2(𝜀1, 𝛿) ≡ 𝜆 −
𝜀1

2
− 𝛿 > 0. 
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Đặt 

 𝜃∗ = 𝑚𝑖𝑛 {𝛿𝜃1, 𝛿𝜃1,
𝛿𝑑2𝛿2

𝑝
} ,   𝜃3 = 𝛿 (

𝑑2𝛿2

𝑝
+

1

2𝜀2
), 

ta có 

 𝐿′(𝑡) ≤ −𝜃∗𝐸1(𝑡) + (𝜃∗ + 𝜃3)(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝜌(𝑡). (5.17) 

Kết hợp Bổ đề 5.2 (ii) và (5.17), ta suy ra: 

 𝜉(𝑡)𝐿′(𝑡) ≤ −𝜃∗𝜉(𝑡)𝐸1(𝑡) + (𝜃∗ + 𝜃3)𝜉(𝑡)(𝑔 ∗ 𝑢)(𝑡) + 𝜉(0)𝜌(𝑡) 

              ≤ −𝜃∗𝜉(𝑡)𝐸1(𝑡) + 2(𝜃∗ + 𝜃3) [−𝐸
′(𝑡) +

1

2𝜀1
‖𝐹(𝑡)‖0

2] + 𝜉(0)𝜌(𝑡) 

              ≤ −𝜃∗𝜉(𝑡)𝐸1(𝑡) − 2(𝜃∗ + 𝜃3)𝐸
′(𝑡) + �̄�0 𝑒𝑥𝑝( − 𝛾0𝑡), 

với �̄�0 = [
𝜃∗+𝜃3

𝜀1
+

1

2
(
1

𝜀1
+

𝛿

𝜀2
) 𝜉(0)] 𝐶0. 

 

Đặt 𝑁(𝑡) = 𝜉(𝑡)𝐿(𝑡) + 2(𝜃∗ + 𝜃3)𝐸(𝑡), ta có: 

𝑁(𝑡) ≤ [𝜉(0)𝛽2 + 2(𝜃∗ + 𝜃3)�̄�2]𝐸1(𝑡) ≡ �̂�2𝐸1(𝑡), 

𝑁 ′(𝑡) ≤ 𝜉 ′(𝑡)𝐿(𝑡) + 𝜉(𝑡)𝐿′(𝑡) + 2(𝜃∗ + 𝜃3)𝐸
′(𝑡) 

          ≤ −𝜃∗𝜉(𝑡)𝐸1(𝑡) + �̄�0 𝑒𝑥𝑝( − 𝛾0𝑡) 

          ≤ −
𝜃∗

�̂�2
𝜉(𝑡)𝑁(𝑡) + �̄�0 𝑒𝑥𝑝( − 𝛾0𝑡).              (5.18) 

Chọn 0 < �̄� < 𝑚𝑖𝑛 {
𝜃∗

�̂�2
,
𝛾0

𝜉(0)
}, khi đó: 

 𝑁′(𝑡) + �̄�𝜉(𝑡)𝑁(𝑡) ≤ �̄�0 𝑒𝑥𝑝( − 𝛾0𝑡). (5.19) 

Tích phân (5.19) dẫn đến: 

 𝑁(𝑡) ≤ (𝑁(0) +
�̄�0

𝛾0−�̄�𝜉(0)
) 𝑒𝑥𝑝 (−�̄� ∫ 𝜉(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0
). (5.20) 

Mặt khác, ta cũng có: 

𝑁(𝑡) = 𝜉(𝑡)𝐿(𝑡) + 2(𝜃∗ + 𝜃3)𝐸(𝑡) ≥ 2(𝜃∗ + 𝜃3)�̄�1𝐸1(𝑡) 
         ≥ 2(𝜃∗ + 𝜃3)�̄�(‖𝑢

′(𝑡)‖0
2 + ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2). (5.21) 

Do đó, ta có định lý chính của phần này như sau: 

Định lý 5.6.   

 ‖𝑢′(𝑡)‖0
2 + ‖𝑢𝑥(𝑡)‖0

2 ≤ �̄� 𝑒𝑥𝑝 (−�̄� ∫ 𝜉(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
) , ∀𝑡 ≥ 0. (5.22) 

VI. LỜI CẢM ƠN 

Tác giả chân thành cảm ơn Ban biên tập, các phản biện đã có những lời phê bình và những ý kiến đóng góp có giá trị 

và sâu sắc để tác giả hoàn thiện bài báo. 
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GENERAL DECAY ESTIMATES AND BLOW-UP FOR SOLUTIONS OF A 
KIRCHHOFF-CARRIER TYPE VISCOELASTIC WAVE EQUATION IN AN 

ANNULAR DOMAIN WITH STRONG DECAYING TERMS 
Le Huu Ky Son 

ABSTRACT— This study investigates a Kirchhoff-Carrier-type wave equation in an annular domain with strong decay 
terms. Firstly, by applying linear approximation, the Faedo-Galerkin method, and a priori estimates with compactness 
arguments, we prove establish the existence and uniqueness of weak solutions for the proposed problem.Next, by 
constructing a Lyapunov functional, we present a blow-up result for solutions with negative initial energy. Finally, we 
establish a sufficient condition ensuring the general decay of any global weak solution. 

Keywords— Faedo-Galerkin method, Kirchhoff-Carrier type, Viscoelastic wave equation, Strong decay term; Blow-up, 
General decay. 
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