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TÓM TẮT— Bài báo nghiên cứu bài toán Robin-Dirichlet cho phương trình sóng phi tuyến kiểu Kirchhoff-Carrier chứa số 
hạng đàn hồi nhớt. Bằng cách sử dụng công thức Taylor để khai triển số hạng phi tuyến đến cấp N, chúng tôi thiết lập một 
khai triển tiệm cận cấp cao theo một tham số bé của nghiệm. 

Từ khóa— Phương trình sóng đàn hồi nhớt, kiểu Kirchhoff-Carrier, bài toán Robin-Dirichlet, Khai triển tiệm cận. 

I. GIỚI THIỆU 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu bài toán nhiễu như sau, trong đó  là một tham số bé, với 1:   
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trong đó 
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và 0  cho trước; 0 1 1, , , , ,u u B g f f  là các hàm số cho trước thoả các điều kiện mà ta sẽ chỉ ra sau. 

Trong phương trình (1.1)1, số hạng phi tuyến   2 2
, , , , ( ) , ( )xB x t u x t u t u t phụ thuộc vào các tích phân:  

 
1 12 22 2

0 0
( ) ( , ) , ( ) ( , ) .x xu t u x t dx u t u x t dx    (1.3) 

 Khi 0, 0, 1,g B     trong [3], Long đã nghiên cứu khai triển tiệm cận theo một tham số bé  của nghiệm bài 

toán giá trị biên và ban đầu (1.1) liên kết với điều kiện biên Robin        0 10, 0, 1, 1, 0.x xu t h u t u t hu t      

Năm 2010, trong [5], Ngọc và các cộng sự thiết lập sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán Dirichlet không 
thuần nhất cho phương trình sóng Kirchhoff-Carrier sau 
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 (1.4) 

trong đó 0 1 0 1, , , , , ,u u B f g g  là các hàm cho trước thoả một số điều kiện thích hợp. Hơn nữa, dưới các điều kiện 

phù hợp trên các hàm cho trước, một khai triển tiệm cận của nghiệm Bài toán (1.4) theo p tham số bé 
1, , p 
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xuất hiện trong các số hạng phi tuyến B và f mà trong đó B và f lần lượt được thay bởi
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cũng đã được thiết lập. 

Năm 2019, trong [6], Ngọc và các cộng sự đã chứng minh được sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài 
toán Robin-Dirichlet thuần nhất cho phương trình sóng Kirchhoff-Carrier sau: 
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 (1.5) 

Một khai triển tiệm cận của nghiệm bài toán (1.5) theo một tham số bé xuất hiện trong các số hạng phi tuyến mà 
trong đó f được thay bởi 1f f  cũng đã được nghiên cứu. 

Cấu trúc của bài báo này được chia thành các phần như sau: Trước tiên, chúng tôi sẽ giới thiệu một số ký hiệu, 
định nghĩa và các không gian hàm cùng các bổ đề cần thiết trong Phần II. Tiếp theo, chúng tôi sẽ phát biểu định lý 
về sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán có dạng (1.1) trong Phần III. Cuối cùng, trong Phần IV, chúng tôi 
thiết lập một khai triển tiệm cận của một nghiệm yếu của Bài toán (1.1) đến cấp N+1 theo một tham số bé  .  

II. CÔNG CỤ 

Trong phần này, chúng tôi sẽ giới thiệu một số ký hiệu, định nghĩa và các không gian hàm cùng các bổ đề cần 
thiết trên các dữ kiện của bài toán (1.1) như sau. 

Đặt (0,1)  . Chúng ta bỏ qua các định nghĩa của các không gian hàm thông thường và ký hiệu chúng bằng các 

ký hiệu ( ), ( ), ( )k k p p m mC C L L H H      . Ký hiệu ,   là tích vô hướng trong 2L hoặc cặp tích đối ngẫu của 

một phiếm hàm tuyến tính liên tục với một phần tử của không gian hàm. Ký hiệu  chỉ chuẩn trong 2L và 
X

 là 

chuẩn trong không gian Banach X. Ta gọi X’ là không gian đối ngẫu của X. Chúng tôi cũng sử dụng các kí hiệu: 
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Trên  1 1 ,H H  ta sẽ dùng chuẩn sau đây:  1

1/2
2 2

.xH
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Ta đặt     1 0,1 : 1 0V v H v    và 
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Khi đó, V là không gian con đóng của 1H  và trên V ba chuẩn 1 ,
H

v v   xv v và  ,
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v v a v v là 

tương đương. 

Mặt khác, V nhúng liên tục và trù mật trong 2L . Ta đồng nhất 2L  với  2L
 (đối ngẫu của 2L ), ta có  2L

 nhúng 

liên tục và trù mật trong .V  Chú ý rằng, ký hiệu ,   cũng được sử dụng để chỉ tích đối ngẫu của V và .V   

Ta có các bổ đề sau đây: 

Bổ đề 2.1. Các phép nhúng   1 0,1H C ,   0,1V C là compact và 
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Bổ đề 2.2. Dạng song tuyến tính  ,a   được xác định bởi (2.1) là liên tục trên V V và cưỡng bức trên V , nghĩa là 
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Trong bài này, chúng tôi cũng sử dụng các không gian Banach 
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cùng các chuẩn tương ứng lần lượt là 
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III. SỰ TỒN TẠI VÀ DUY NHẤT NGHIỆM YẾU 

Trong phần này, ta phát biểu kết quả sự tồn tại nghiệm yếu địa phương cho bài toán (3.1), (3.2) như sau: 
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 (3.1) 

trong đó 
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Trước hết, cho trước * 0T  cố định, ta thành lập các giả thiết sau: 
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Ta định nghĩa u là nghiệm yếu của bài toán (3.1), (3.2) nếu 
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và u  thoả phương trình biến phân như sau:  
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  là họ các dạng song tuyến tính xác định trên V V được xác định bởi: 
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Cho trước * 0T  cố định, với mỗi  0, *T T và 0,M  ta đặt 
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Khi đó, ta có định lý sau đây: 

Định lý 3.1. Giả sử các giả thiết    1 4H H đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số dương M và T sao cho bài toán 

(3.1), (3.2) có một nghiệm yếu duy nhất  1u W , .M T  

Chứng minh Định lý 3.1. Do khuôn khổ hạn chế số trang của bài báo, chúng tôi nêu phác họa chứng minh định lý 
này như sau. 

Chúng tôi sử dụng phương pháp xấp xỉ tuyến tính bằng cách thiết lập dãy qui nạp tuyến tính  mu  như sau: 

(i) Chọn bước lặp ban đầu 0 0.u   

(ii) Giả sử rằng  1 1W , .mu M T   

(iii) Ta tìm    1W , 1mu M T m   thoả bài toán biến phân tuyến tính: 

 
               1

0

0 1

, , ; , , ( ) , , ,

(0) , (0) ,

t

m m m m m m

m m

u t v a u t v A u t u t v F u t v g t s a u s v ds v V

u u u u

 
        


  

  (3.8) 

trong đó 

 

            

     
        

1 1 1

2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

; , , 0, 0 0 , , ;

, , , , , ( ) , ( ) ;

, ( , , , , , , , ).

m m x x m

m m m m

m m m m

A u t u v B u t u v B u t u v u v V

B u x t B x t u x t u t u t

F u x t F x t u x t u x t u x t

  

   

   

    



 


 

 (3.9) 
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Sự tồn tại của dãy qui nạp tuyến tính  mu này được chứng minh dựa vào phương pháp xấp xỉ Faedo-Galerkin 

(xem Lions [2]) kết hợp với các đánh giá tiên nghiệm tương tự như trong [6]. 

Ngoài ra, sự hội tụ mạnh trong  1W T  của dãy  mu  về nghiệm yếu u của Bài toán (3.1), (3.2) cũng được chứng 

minh. Hơn nữa, tính duy nhất nghiệm yếu của Bài toán (3.1), (3.2) cũng được chứng minh nhờ vào Bổ đề 
Gronwall.  

IV. KHAI TRIỂN TIỆM CẬN CỦA NGHIỆM THEO MỘT THAM SỐ BÉ 

Trong phần này, ta xét bài toán  P phụ thuộc vào tham số bé  , với 1:   

 

  

  

     

0

0 1

, ( ) ( , )

, ,0 1,0 ,

0, 0, 1, 0,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

t

tt xxt x xx

x

t

u u B u x t u g t s u x s ds
x

F u x t x t TP

u t u t u t

u x u x u x u x





      


     
   

  



 

trong đó, 

 

 

     
        

  

  

2 2

1

1 1

, , , , , ( ) , ( ) ,

, , , ,

, ( , , , , , ),

, ( , , , , , ).

x

t x

t x

B u x t B x t u x t u t u t

F u x t f u x t f u x t

f u x t f x t u u u

f u x t f x t u u u

  











 

  







 (4.1) 

Ta giả sử rằng các giả thiết    1 2H H đúng, để thiết lập một khai triển tiệm cận của nghiệm theo một tham số 

bé  cho Bài toán nhiễu  P , ta cần bổ sung thêm các giả thiết sau đây: 

   

   
    

   
    

1 *

3

*

* 1 2 3 * 1 2 3

1 * 3

4

*

3 3

* 3

5 1

2

2

1

( ) : [0,1] [0, ] ,

0 : , , , , , , , , , [0,1] [0, ] ;

( ) : 1,1 [0,1] [0, ]

( ,1, ,0,0, ) 0, , , 1,1 [0, ]

( ) : 1,1 [0,

,

1] [0, ]

( ,1, ,0

N N

N N

N N

H B C T

b B x t y y y b x t y y y T

H f C T

f t y t y T

H f C T

f t

 











  

      

    

     

    





    *

3 3,0, ) 0, , , 1,1 [0, ] .y t y T     

 

Dưới các giả thiết          1 2 3 5,
N N

H H H H  và do các kết quả của Định lý 3.1, Bài toán  P có một nghiệm yếu 

duy nhất u phụ thuộc vào   và ta đặt tên là .u Hơn nữa, do 1,  dùng kỹ thuật chứng minh trong Định lý 3.1, 

ta có thể chọn được hai hằng số dương ,M T độc lập với   sao cho nghiệm yếu u thoả 

   1W , , 1,1 .u M T      

Tiếp theo, ta sẽ nghiên cứu khai triển tiệm cận của u  theo một tham số bé   đến cấp N+1, tức là ta tìm cách xấp 

xỉ nghiệm u  bởi một đa thức theo tham số bé :
0

,
N

r

r

r

u u 


  theo nghĩa, ta chỉ ra các hàm , 0,1, ,ru r N độc 

lập với   sao cho ta có đánh giá 
1

0

,
N

Nr

r T

r

u u C  




  với   đủ bé và TC là hằng số độc lập với .  

Đầu tiên, ta sẽ sử dụng các ký hiệu dưới đây: 

Với một đa chỉ số  1, , ,N

N      và một véc tơ thực  1, , ,N

Nx x x  ta đặt: 
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1

1 1

1

, ! ! !,

,

, , 1, , .

N

N N

N

N

i i

x x x

i N



     

     

    





     

 

Khi đó, ta có bổ đề luỹ thừa của đa thức sau 

Bổ đề 4.1. Cho  1, , , , , .N

Nm N x x x      Khi đó 

   
1

,

m
N mN

mk k

k N k
k k m

x P x 
 

 
 

 
   

trong đó, hệ số     ,
m

N k
P x m k mN   phụ thuộc vào  1, , Nx x x và được xác định bởi công thức sau 

   
   

, 1 , 1,

!
, , 2,

!m

k

k

m

N k

A N

x k N m

mP x
x m k mN m






  


    




 

với    
1

: , .
N

m N

k i

i

A N m i k  



 
    
 

  

Chứng minh bổ đề này được tìm thấy trong [4]. 

Gọi 0u là nghiệm yếu duy nhất của bài toán  0P  tương ứng với 0  như sau: 

 

 

  

     

0 0 0 0 0
0

00

0 0 0

0 0 0 1

, ( ) ( , )

, ,0 1,0 ,

0, 0, 1, 0,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

t

x

x

u u B x t u g t s u x s ds
x

F u x t x t TP

u t u t u t

u x u x u x u x




         

     
   


  



 

trong đó, 

       
  

2 2

0 0 0 0 0

0

, , , , , , ( ) , ( ) ,

, (0, , , , , ).

x

t x

B x t B u x t B x t u x t u t u t

F u x t f x t u u u

  




 

Giả sử , 1, , ,ru r N là các nghiệm yếu của bài toán  rP  như sau: 

 

 

 

     

0
0

, ( ) ( , )

, ,0 1,0 ,

0, 0, 1, 0,

( ,0) ( ,0) 0,

t

r r rx r

rr

rx r r

r r

u u B x t u g t s u x s ds
x

F x t x t TP

u t u t u t

u x u x




         

     
   


  



 

trong đó        2 2

0 0 0 0 0, , , , , , ( ) , ( )xB x t B u x t B x t u x t u t u t   và , 1, , ,rF r N  được xác định bởi các công 

thức quy nạp sau: 

 

      

   

     

1 1 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0

1 ,

, , , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , , , 2 ,

x

r r r

x r jx i

i j N
i j r

F N f u u f u u N B u u
x

F N f u u N f u u

u N B u u u N B u u r N
x x

 

 

 



 
 


  



 

 
   
 



 (4.2) 

trong đó các biểu thức  0, , ,r N f u u  và  0, , , , 0,1, , ,r N B u u r N  phụ thuộc vào  0 1, , , Nu u u u lần lượt 

được xác định bởi các công thức quy nạp sau: 

(i) Xác định công thức  0, , , , 0,1, , :r N f u u r N   
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   

 

 

    
1

4
1 4

0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 3 4

1

, ,

, , , , , (0, , , , , ),

1
, , , 0, , , , , , 1 ,

!

x

m

r r m

m r

m m m

N f u u N f u f x t u u u

N f u u D f u m m m N u r N
m

 







 

 

 

     (4.3) 

với 

                                                     
             

   

    

32 4

2 3 4

2 3 4 2 3 4

2 3 4

, , , , ,

3

2 3 4 2 3 4 2 3 4

, , , , ,

, , , , , : , 2,3,4, ,

r

mm m

r N N N xk k k
k k k A m m m N

r i i i

m m m N u P u P u P u

A m m m N k k k m k m N i k k k r





 

       


        (4.4) 

(ii) Xác định công thức  0, , , , 0,1, , ,r N B u u r N   

 

   

 

 

      

3
1 2 3

0 0 0

1 2

0 0

1

, ,

, , , ,

1
, , , , , , , , 1 ,

!

m

r r

m r

m m m m

N B u u B u

N B u u D B u m N u r N
m



  



 

 



    
   (4.5) 

với 

 

               

   

    

31 2

1
2 3

1 2 3

1 2 1 2

2 2

, , ,

3

1 2 3 1 1 1 1 2 3

, , , , ,

, , , : , 2 , 2,3, ,

r

mm m

r N N Nk k k
k k k A m N

r i i i

m N u P u P P

A m N k k k m k m N m k m N i k k k r

   




      
     

         


 (4.6) 

trong đó, các véctơ       1 2, , , 1,2,
s s s

N s     được xác định bởi: 

  

0 1

1

0

1

1

2 , , 1,

2 , , , 2 ,

, , 1 2 ,

i

i i j i j

j

i

j i j

j

u u i

u u u u i N

u u N i N

 













   


   






 (4.7) 

và 

  

0 1

2

0 ,

1

,

1

2 , , 1,

2 , , , 2 ,

, , 1 2 .

x x

i

i x ix jx i j x

j

i

jx i j x

j

u u i

u u u u i N

u u N i N

 













   


   






 (4.8) 

Khi đó, ta có định lý chính trong phần này như sau. 

Định lý 4.2. Giả sử các giả thiết          1 2 3 5,
N N

H H H H  thoả. Khi đó, tồn tại các hằng số 0M  và 0T  sao 

cho, với mỗi , với 1,   Bài toán  P có một nghiệm yếu duy nhất  1W ,u M T  thoả đánh giá tiệm cận đến 

cấp N+1 như sau: 

 
 1

1

0 W

,
N

Nr

r T

r T

u u C  




   (4.9) 

trong đó, các hàm , 0,1, ,ru r N lần lượt là các nghiệm yếu của bài toán    0 , , 1, , .rP P r N  

Chứng minh Định lý 4.2. Định lý này được chứng minh khá dài, chúng tôi xin phép được rút ngắn lại. 
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Ta gọi  1W ,u u M T   là nghiệm yếu duy nhất của Bài toán  P và đặt 0 1

0

.
N

r

r

r

v u u u h u u h


        Khi 

đó, v là nghiệm của bài toán 

 

 

               

     

0

1 1

( ) ( , )

, ,0 1,0 ,

0, 0, 1, 0,

( ,0) ( ,0) 0,

t

x

x

x

v v B v h v g t s v x s ds
x

f v h f h f v h f h B v h B h h E x t x t T
x

v t v t v t

v x v x

    






           


                 


  


 



 (4.10) 

trong đó 

             0 0 1 0

1

, .
N

r

x r

r

E x t f h f u f h B h B u h F
x

   



       

  (4.11) 

Khi đó, ta có bổ đề sau. 

Bổ đề 4.3. Giả sử các giả thiết          1 2 3 5,
N N

H H H H  thoả. Khi đó, tồn tại một hằng số 
*C sao cho 

 
 2

1

*0, ;
,

N

L T L
E C 


  (4.12) 

trong đó 
*C là một hằng số chỉ phụ thuộc vào 1, , , , , ,0 .rN T f f B u r N   

Chứng minh Bổ đề 4.3. Chứng minh chi tiết tương tự như trong [6]. 

Cho trước * 0T  cố định và 0,M  ta đặt các hằng số    ,M MK f K B như sau: 

 
     

     
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





   



 



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với  

 
 

 
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 
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1 2 3
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*
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* 2
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M
M

M
M
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x t y y y A
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M

M
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



 





 





        



       

 

Tiếp theo, nhân hai vế của (22) với  ,v x t rồi lấy tích phân hai vế theo biến ,x  sau đó lấy tích phân hai vế theo 

biến t  và sau một số bước biến đổi, ta thu được 

 

                   
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1 1
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i

i
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



   

  




     

     

      

   





 (4.13) 

trong đó, 

                   
2 2 2 2 2

*
0 0

, , 2 2 .
t t

a a a
S t v t A v h t v t v t v s ds v t b v t v s ds             (4.14) 

Đặt  * 2M N M  và 21 2 4 ,M M M     không khó khăn để thu được các bất đẳng thức sau 
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 
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  

 (4.15) 
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


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 
   

 
 



 





 (4.16) 

Kết hợp (4.13), (4.15) và (4.16), ta nhận được 

      
2 22

*
0

2 2 ,
tN

TS t TC D M S s ds


    (4.17) 

trong đó, 

 

        
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

 
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 
 

   
  

 (4.18) 

Áp dụng Bổ đề Gronwall cho (4.17), ta suy ra 

     
2 22

*2 exp 2 .
N

TS t TC TD M


  (4.19) 

Do đó, từ (4.19) dẫn tới 

 
 

  
1

1
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1 1
1 2 exp ,
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N

TT
v C T TD M

b





 
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 
 

 (4.20) 

Từ đây dẫn tới (4.9). Chứng minh Định lý 4.2 được hoàn tất.  

V. KẾT LUẬN  

Bài báo này khảo sát một phương trình sóng phi tuyến kiểu Kirchhoff-Carrier chứa số hạng đàn hồi nhớt liên kết 
với điều kiện biên Robin-Dirichlet thuần nhất và điều kiện đầu. Trước tiên, chúng tôi đã sử dụng các phương 
pháp thích hợp của giải tích hàm phi tuyến để phát biểu định lý (Định lý 3.1) về sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu 
của bài toán có dạng (1.1). Sau đó, bài báo cũng đưa ra một cách tiếp cận cho vấn đề xấp xỉ nghiệm của bài toán 
nhiễu (1.1) bởi một tham số bé, mà ta gọi là phương pháp khai triển tiệm cận nghiệm cho bài toán (1.1) đến cấp 
N+1 (Định lý 4.2). Bài báo này chỉ tập trung vào mục tiêu chính là nhấn mạnh vào các kỹ thuật và ý tưởng của 
phương pháp khai triển tiệm cận mà không khảo sát các kết quả khác về tính chất của nghiệm bài toán, chẳng 
hạn tính bùng nổ, tính tắt dần, sự phụ thuộc liên tục của nghiệm vào các dữ kiện.      

VI. LỜI CẢM ƠN 

Các tác giả chân thành cảm ơn người phản biện và Ban biên tập đã đóng góp ý kiến xác đáng dẫn đến việc cải tiến 
bản thảo của chúng tôi. 
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ASYMPTOTIC EXPANSION OF THE SOLUTION TO THE ROBIN-DIRICHLET 
PROBLEM FOR THE NONLINEAR WAVE EQUATION WITH  

VISCOUS ELASTIC TERMS 
Doan Thi Nhu Quynh, Duong Thi Mong Thuong 

ABSTRACT— This paper investigates the Robin-Dirichlet problem for a Kirchhoff-Carrier type nonlinear wave equation 
with viscous elastic terms. By applying the Taylor expansion formula to expand the nonlinear term up to the Nth order, we 
construct a high-order asymptotic expansion of the solutions in terms of a small parameter. 

Keywords— Viscous elastic wave equation, Kirchhoff-Carrier type, Robin-Dirichlet problem; Asymptotic expansion. 
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